
 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό ςελ. 186 

Α2. Σχολικό ςελ. 76 

Α3. Σχολικό ςελ. 161 

 

Α4.  

α) Σ 

β) Σ 

γ) Λ 

δ) Λ 

ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 
 
Β1 

Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  με παράγωγο   2f x 3x 2 x 9      

Από τθν υπόκεςθ δίνεται ότι  f 1 0  , επομζνωσ 

 f 1 0 3 2 9 0 2 12 6              

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ f  ζχει τφπο 

  3 2f x x 6x 9x 3     

και παράγωγο 

  2f x 3x 12x 9     

Β2 
Παρατθροφμε ότι  

 f 0 9 0  ,  f 1 1 ,  f 3 3   και  f 4 1  

Ακόμθ 

   2 2f x 0 3x 12x 9 0 3 x 4x 3 0 x 1             ι x 3  

Επομζνωσ  

 f x 0   για    x ,1 3,     και  f x 0   για  x 1,3  

Θ f  είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα [0,1] ωσ πολυωνυμικι και    f 0 f 1 0  , επομζνωσ από Θ Bolzano κα 

υπάρχει τουλάχιςτον ζνα  1x 0,1  τζτοιο ϊςτε  1f x 0  

Επειδι όμωσ  f x 0   για  x 0,1 , θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα, άρα και 1-1 ςτο [0,1], άρα το 1x  είναι 

μοναδικό. 
Όμοια ςτα διαςτιματα [1,2] και [2,3] 
 



 
 

Β3 
Θ f ϋ είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με παράγωγο  

 f x 6x 12    

Είναι  

 f x 0 x 2     

και 

 f x 0   για x 2  και  f x 0   για x 2  

Επομζνωσ θ f  είναι κοίλθ για  x ,2  , κυρτι για  x 2,   και ζχει ςθμείο καμπισ το 

    2,f 2 2, 1    

 

Β4 
Θ g είναι παραγωγίςιμθ ωσ άκροιςμα παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με παράγωγο  

   g x 1 f x    

Θ εφαπτόμενθ ευκεία ςτθ γραφική παράςταςη τθσ ςυνάρτηςησ f  ςτο Α ζχει εξίςωςθ 

    y f f x      

Για x 0  ζχουμε 

   y f f       

Θ εφαπτόμενθ ευκεία ςτθ γραφική παράςταςη τθσ ςυνάρτηςησ g  ςτο Β ζχει εξίςωςθ 
 

          y g g x y f 1 f x                 

Για x 0  ζχουμε 

     

   

   

y f 1 f 0

y f f

y f f

         

          

     

 

Δθλαδι οι εφαπτόμενεσ ευκείεσ τζμνονται πάνω ςτον άξονα y’y 
 
ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1 
Ζχουμε 

   x

x 0 x 0
lim f x lim e x 1 0 0

  
      

και 

   2

x 0 x 0
lim f x lim x x 0

  
    

και 

 f 0 0  

δθλαδι θ f  είναι ςυνεχισ ςτο 0. 
Ακόμθ 



 
    x

x

x 0 x 0 x 0

f x f 0 e x x
lim lim lim e 1 1 1

x 0 x x    

   
      

  
 

 
και 

     2 2x 0

22x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x 1x x x x 1
lim lim lim lim lim 1

x 0 x x xx
    



    

  
      


 

Άρα θ f δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 
 
Γ2 
Το πεδίο οριςμοφ τθσ f είναι το  επομζνωσ δεν υπάρχουν κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ. 
Ακόμθ 

x x x1 x 1 e e x e         

Είναι  

 x

x
lim e 0


   και  x

x
lim e 0


  

Επομζνωσ από Κριτιριο Παρεμβολισ είναι 

 x

x
lim e x 0


   

που ςθμαίνει ότι ςτο   υπάρχει οριηόντια αςφμπτωτθ ο άξονασ x’x 
Ακόμθ 

   2 x 0

2x x x x

f x x x 1x x 1
lim lim lim lim 1 1

x x x x



   


      

και 

    
2 2 x 0

2

2x x x x x

x x x x 1 1
lim f x 1 x lim x x x lim lim lim

211x x x
1 1x 1 1

xx



    

 
        

  
    

 

 

που ςθμαίνει ότι ςτο   υπάρχει πλάγια αςφμπτωτθ θ ευκεία 
1

y x
2

   

 
Γ3 
Θα πρζπει να ιςχφει 

  x x1
f x y e x x 2e x x 1 0

2
           

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  

   xg x 2e x x 1, x ,0       

Θ g είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ωσ πράξεισ παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων. 
Παρατθροφμε ότι 

   g 2e 0 1 1 0           

και 

  0g 0 2e 0 1 1 0        

Επομζνωσ από Θ Bolzano υπάρχει ζνα τουλάχιςτον  ,0   τζτοιο ϊςτε  

   
1

g 0 ... f x
2

        

 



 
 

Γ4 
Ζχουμε 

     2 2y x x y t x t x t      

Επομζνωσ 

 
   

    
     

   

2

2 2

2x t x t x t1
y t x t x t

2 x t x t 2 x t x t

     
 

 

Από τθν υπόκεςθ δίνεται    x t y t 
   επομζνωσ 

 
    

   

 

 

   

     

        

       

x t 0

2

2

2

2 2

2 2

x t 2x t 1
x t

2 x t x t

2x t 1
1

2 x t x t

2 x t x t 2x t 1

4 x t x t 4x t 4x t 1

4x t 4x t 4x t 4x t 1

 
 



 



 

  

   

   

 
  




 



   

    

    

 

0 1  που είναι αδφνατο. 

Άρα δεν υπάρχει t  τζτοιο ϊςτε     x t y t 
   

 

ΘΕΜΑ Δ 
 
Δ1 
Από τθν υπόκεςθ δίνεται 

 f 1 2   

Ζχουμε υπόψιν ότι 

   
2ln x ln x ln x2ln x

x e x
x

     

Θ ςυνάρτθςθ g είναι παραγωγίςιμθ ςτο  0,  ωσ πθλίκο παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με παράγωγο 

 
   

    

   

ln x ln x

2ln x

ln x

2ln x

ln x

2ln x
f x x F x x

xg x
x

x xf x 2F x ln x

x

xf x 2F x ln x

x

   
  

 
 




 

Όμωσ από τθν υπόκεςθ δίνεται    xf x 2F x lnx , οπότε τελικά 

 g x 0   για κάκε  x 0,   

που ςθμαίνει ότι θ g είναι ςτακερι ςτο  0,  

 
 



 
 
 
Δ2 
i) 

 
 

 
 

x 1 x 1 x 1

2F x ln x

f x 2F xxlim lim lim 2F 1
ln x ln x x  



    

Θ F είναι παραγωγίςιμθ, άρα και ςυνεχισ. 
ii) 
Ζχουμε  

 
   

 
x 1

f x f 1
f 1 2 lim 2 1

x 1


   


 

και 

 
 

x 1

f x
lim 2F 1

ln x
  

Θεωροφμε  

 
 f x

g x
ln x

  κοντά ςτο 1. 

Άρα  

   f x g x lnx   

και 

   
x 1 x 1
limf x limg x lnx 2 0 0
 

      

Επίςθσ 

   x f x 2F x ln x    

Άρα 

     

     
 

x f x 2F x ln x

2F x
f x xf x 2f x ln x

x

    

  

 

Για x 1  είναι 

     
 

 
F 1

f 1 1 f 1 2f 1 ln1 F 1 1
1

        

 
Δ3 
 
Θ ςυνάρτθςθ g είναι ςτακερι, επομζνωσ υπάρχει c  τζτοιο ϊςτε  

 
 
ln x

F x
g x c c

x
    

Είδαμε ότι  F 1 1 , επομζνωσ 

 
ln1

F 1
c c 1

1
    

Άρα τελικά 

 
  ln x

ln x

F x
1 F x x

x
    

 



 
Θ F είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο  0,  με: 

   ln x ln x 1
F x x x 2ln x , x 0

x

       

  ln x 1
F x 0 x 2ln x 0

x
       

Για x 0  είναι ln xx 0  και 
1

0
x
 , επομζνωσ 

 F x 0 ln x 0 x 1       

Επομζνωσ θ F  

•  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο διάςτθμα  0,1  

•  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο διάςτθμα  1,  

•  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο το  F 1 1 , δθλαδι  F x 1  για κάκε x 0  

 
Για κάκε 0 x 1   ζχουμε 

       2 2 2x x F x F x F x F x 0       

και 

 
2

x 1 0    

οπότε θ εξίςωςθ      
22F x F x x 1     είναι αδφνατθ. 

Για κάκε x 1  ζχουμε 

       2 2 2x x F x F x F x F x 0       

και 

 
2

x 1 0    

οπότε θ εξίςωςθ      
22F x F x x 1     είναι αδφνατθ 

Για x 1  είναι 

     
22F 1 F 1 1 1     που ιςχφει 

Άρα θ x 1  είναι θ μοναδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ      
22F x F x x 1     

 



 
 

Δ4 
Γνωρίηουμε ότι 

 
2

x

ln x ln x

e x 1

F x x e

 

 
 

Επομζνωσ 
2ln x 2e ln x 1   

Με αυτά υπόψιν ζχουμε 

 

 

 

 

   

 

e e e
2 2

1 1 1

e
2

1

ee
2

1 1

e2

1

e

1

ln x 1 dx ln xdx 1dx

x ln xdx e 1

1
x ln x x 2ln x dx e 1

x

2 ln e 1 ln1 2 ln xdx e 1

e 2 x ln x x e 1

e 2 e ln e e 1ln1 1 e 1

e 2 1 e 1 2e 3

   

   

       

       
 

     

         

      

  





  

 

Επιμζλεια:  

Καλαϊτηίδθσ Θεόδωροσ, Πανάγου Γεϊργιοσ, Ντηουροπάνοσ Δθμιτρθσ, Ντίμερθσ Σπφροσ, Οικονόμου Ελζνθ, 

Σπυρόπουλοσ Παναγιϊτθσ, Βανοφςθσ Χρίςτοσ, Πετρά Ηωι, Καραγεϊργοσ Θεμιςτοκλισ, Καραμπετάκθ 

Νίκθ, Πρϊιασ Δθμιτρθσ, Λουλακάσ Γιϊργοσ, Ελευκεράκθσ Παναγιϊτθσ, Βουτουφιανάκθσ Μάνκοσ, 

Σκουλάξενοσ Βαγγζλθσ, Κοςμαδάκθσ Μάνοσ, Βελονάκθ Νίκθ, Σπανάκθσ Μιχάλθσ, Αντωνιάδθσ Σωκράτθσ, 

Τςακιράκθσ Γιϊργοσ, Νικθφόροσ Εμμανουιλ, Ντοφκασ Σταφροσ 

και τα κζντρα ΔΙΑΚΡΟΤΗΜΑ:  Πειραιάσ, Κερατςίνι, Διαδικτυακό, Μοςχάτο, Περιςτζρι Νζα Ηωι, Νίκαια, 

Καβάλα, Φιλοκζθ/Ψυχικό, Λαμία, Αμφιάλθ, Θράκλειο Κριτθσ Αγ. Ιωάννθσ, Θράκλειο Κριτθσ 62 

Μαρτφρων, Λευκάδα 

 

 


